Matematicas - Unidad 3

Conoce el cambio en un
instante y describe la
situacion

Recursos
de aprendizaje
relacionados (Pre clase)

Objetivos de aprendizaje

Habilidad /
Conocimiento
(H/Q)

Tema

Interpretacion de la derivada

en situaciones de cambio
y variacion

Grado 11:

UoL_o03: Conoce el cambio en un instante y describe la situacion.
LO_04: Célculo del valor de un limite mediante el uso de las
propiedades de limites.

LO_05: Reconoce el cambio instantdneo como la derivada de la funcion.
LO_06: Interpretacion del concepto de la primera y segunda derivada
para analizar el comportamiento de las funciones.

« Encontrar relaciones cuantificables entre la nocién de derivada y
situaciones de variacion en el entorno.

Determinar modelos adecuados que se ajusten a situaciones de
cambio.

« Apropiar reglas de cédlculo alternativas para encontrar limites.

SCO 1: Relaciona la derivada con problemas de la vida cotidiana.

1.1. Identifica situaciones cotidianas de cambio cuantitativo y constante.

1.2. Reconoce situaciones de variacién asociadas al tiempo.

1.3. Determina cambios constantes en funciones de variable real.

1.4. Modela situaciones de variacion mediante funciones de variable real.

1.5. Reconoce la derivada como una razén de cambio instantdnea.

1.6. Interpreta la derivada como una velocidad instantdnea.

1.7. Interpreta la segunda derivada como una aceleracion.

1.8. Resuelve problemas de optimizacién haciendo uso de las derivadas.

1.9. Explica soluciones a problemas de razén de cambio y optimizacion
mediante modelos geométricos.

SCO 2: Usa la regla de L"Hopital para calcular limites.

2.1. Realiza cambio de variable en el limite a cero e infinito.

2.2. Determina la convergencia de numerador y denominador de una
funcién racional.

2.3.Encuentra la derivada n-ésima de una funcién de variable real.

2.4.1dentifica funciones derivables en una funcién racional

2.5. 1dentifica funciones racionales de la forma 0/oe |

2.6.Usa el teorema de L'Hopital para encontrar la convergencia del
limite.

Material del docente

n Interpretacion de la derivada en

situaciones de cambio y variacion



Flujo de aprendizaje

Lineamientos

1. Introduccién: Montana Rusa
Objetivos de aprendizaje
3. Desarrollo:
3.1.Actividad 1: Andlisis de una montana rusa (H/C 1.1, H/C 1.2, H/C 1.3,
H/C 1.4 H/C 1.5 H/C 1.6 H/C 1.7)
3.2.Actividad 2: Velocidad de una montana rusa (H/C 1.8, H/C 1.9)
3.3.Actividad 3: Aplicaciones en la vida cotidiana (H/C 1.1 H/C 1.2,
H/C 1.3 H/C 1.4 H/C 1.5 H/C 1.6 H/C 1.7 H/C 1.8 H/C 1.9)
3.4. Actividad 4: Regla de L'Hopital (H/C 2.1, H/C 2.2, H/C 2.3, H/C 2.4,
H/C 2.5, H/C 2.6)
4. Resumen: Sopa de letras
5. Tarea

N

Los estudiantes, a través de situaciones contextualizadas conceptualizan
los comportamientos de una funcién y la importancia del andlisis de

evaluativos gréaficas para el desarrollo de diferentes ciencias.
Flujo Ensenanza / Recursos
de aprendizaje Actividades de aprendizaje recomendados
Introduccion | Introducciéon | Introducciéon: Montana Rusa Animacion
Material del estudiante
El docente presenta una animacién de un
parque de diversiones, donde aparece un
I grupo de amigos en una montana rusa,

se buscard que los estudiantes entiendan
el concepto de posicidn, velocidad y

aceleracion.
Al finalizar la animacion, y con base Recurso Interactivo
en conocimientos previos de fisica, se Material del estudiante

presentan unas preguntas que deben ser
resueltas en el material del estudiante:

1. ¢Qué es una velocidad promedio?

Rta/ Es la diferencia de posicidon que
ocupa un cuerpo en dos instantes
diferentes y el tiempo transcurrido
entre ellos

2. ¢Con esta informacién puede calcular
velocidades promedios en intervalos
diferentes de tiempos?

Rta/ No porque no hay suficientes
datos.

3. ¢Qué es una aceleracion promedio?
Rta/ el cambio promedio de rapidez en
un determinado intervalo de tiempo

4. ¢Hay suficiente informacion para
calcular alguna aceleracion promedio?
Rta/ No porque no hay suficientes
datos.

Material del docente

n Interpretacion de la derivada en

situaciones de cambio y variacion



Flujo

Etapa de aprendizaje

Objetivos

Q

Ensenanza /
Actividades de aprendizaje

Objetivos de aprendizaje

El docente, en compania de los
estudiantes, escribe los objetivos a los que
creen que se debe llegar.

Luego, el docente presenta los objetivos
propuestos para este objeto de
aprendizaje. El docente puede explicar
los objetivos si lo cree necesario y/o
conveniente.

Recursos
recomendados

Contenido El docente
presenta el
tema

Tl

Actividad 1: Andlisis de una montana rusa
(H/C 1.1, H/C 1.2, H/C 1.3, H/C 1.4, H/C 1.5,
H/C 1.6, H/C 1.7)

Posterior a la presentacion de la
animacion, el docente debe socializar las
preguntas al final de la misma:

1. Si se encuentra en la cima de una
montana rusa y miras hacia un lado
¢Qué sucede con el paisaje?

Rta/ Se ve que pasa rapidamente
evidenciandose la velocidad.

2. ¢Qué siente una vez inicia el descenso?
Rta/ Se siente vacio en el estdmago por
la aceleracion

3. Durante el descenso ¢Qué cambio
experimentas respecto a la altura?

Rta/ Se pasa de una pocisién mds alta a
una mas baja

4. ¢Qué sucede con las alturas una
vez termina el descenso e inicia un
ascenso?

Rta/ Se pasa de una posicién mas baja
a una mas alta

Luego de que los estudiantes respondan
las preguntas en grupo, el docente
escucha las respuestas de los diferentes
grupos y guiard la discusion hacia la
definicién de velocidad y aceleracion,
donde también se mostrara la definicién
usando derivadas.

Recurso interactivo
Material del estudiante

Material del docente

Interpretacion de la derivada en

situaciones de cambio y variacion



Flujo

Etapa de aprendizaje

Ensefanza / Recursos
Actividades de aprendizaje recomendados

Posicion

Es la ubicacién en un lugar de algin
objeto. (Dado un punto de referencia
podemos medir la posicion de algun
objeto, es decir que, la posicién se mide en
unidades de longitud). El docente indicara
varios puntos en la cual se mostrara la
posicion del carro de la montana rusa,
explicando que se puede modelar como
una funcién de variable real, por ejemplo
f(©)=-3t3+ 2t*+ 5t recordando que el
dominio debe ser t =2 0 ya que el tiempo
no es negativo.

Velocidad

La velocidad es un cambio de posicidn

en un determinado tiempo. Ahora
imagine algo mds pequeno que medio
segundo. Al cambio de posicién en esa
fraccion de segundo se le llama velocidad
instantanea. La velocidad es la razén

de cambio de la posicién respecto al
tiempo, por tanto podemos decir que es
la derivada de la distancia con respecto

al tiempo. El docente mostrara diferentes
cambios de posicién en momentos
diferentes hasta llegar a un cambio tan
pequeno, menor a medio segundo, para
explicar la velocidad, luego toma la
funcién de la posicion, la deriva y explica
que esto muestra que tan rapido se mueve
en carro en un tiempo determinado.

f()=-9t"+4t+5

Aceleracién Recurso interactivo
Material del estudiante

Cuando hay un cambio de velocidad

se dice que hay una aceleracion. La

aceleracion es la razén de cambio de la

velocidad respecto al tiempo, por tanto

podemos decir que es la derivada de la

velocidad con respecto al tiempo. Si el

tiempo en el cambio de la velocidad es

muy pequeno, imagine algo mucho mas

Material del docente

n Interpretacion de la derivada en

situaciones de cambio y variacion



Flujo Ensefanza / Recursos

Etapa de aprendizaje Actividades de aprendizaje recomendados

pequeno que medio segundo. Entonces se
dice que hay una aceleracién instantdnea.
Finalmente muestra la segunda derivada
de la posicién, que en consecuencia es

la primera derivada de la velocidad para
mostrar la aceleracion.

f(0)=-18¢t+ 4

En el material del estudiante, teniendo
en cuenta la animacion, el estudiante
hara varias tasas de cambio, cada vez con
intervalos de tiempo mds pequenos, asi
encontrando la velocidad y la aceleracién
en tiempos especificos.

ACTIVIDAD 2: Velocidad maxima de un
carro de montana rusa (H/C 1.8, H/C 1.9)

El docente presenta en el recurso
interactivo un ejercicio de aplicacion
que le permitira al estudiante resolver
problemas de optimizacidn.

Ejercicio 1

En la montana rusa se ha encontrado la
velocidad del carro en cualquier instante
con la funcién:

velocidad =v =f'(t) =-9t>+ 4t + A

Ahora los estudiantes deben encontrar
el valor del tiempo para el cual se
obtiene la velocidad maxima. Para esto
los estudiantes deben hacer la grafica de
la funcién usando tabulacién y ademas
usando los criterios de la primera y
segunda derivada.

Material del docente n Interpretacion de la derivada en
situaciones de cambio y variacion



Flujo Enseiianza / Recursos

Etapa de aprendizaje Actividades de aprendizaje recomendados

« La grafica de la funcién es:

N W Bs 1D

-0,3 0,2 0,7 1,2

« Se recuerda al estudiante que para
encontrar el maximo o minimo de
alguna funcién se debe:

1. Calcular la primera derivada de la
funcién: v’ =-18t + 4

2. Mirar los puntos de discontinuidad de
la funcién derivada, si los hay. En el
ejercicio no los hay.

3. lIgualar a cero la derivada de la funcién
v'=0, es decir -18t+4 =0

4. Despejar el valor de t. -18t = -4 luego
t = -4/-18 y simplificando t= 2/9~0.2222.
El valor de ¢t indica que a los 0.2222
[unidades de tiempo] se alcanza una
velocidad médxima o minima.

5. Se calcula la segunda derivada para
confirmar si es un maximo o un
minimo: v'= -18

6. Se sustituye en la segunda derivada
el valor de t obtenido el paso[4]y se
observa el signo resultante. Si el signo
es positivo, el valor obtenido en el
paso [4] es un minimo; si el signo es
negativo, el valor obtenido en el paso
[4] es un maximo, para nuestro caso
tenemos que es negativo (-18) por lo
tanto es un maximo.

7. Para obtener la velocidad maxima Recurso interactivo
(maximo o minimo) se debe sustituir Material del estudiante
el valor obtenido en el paso [4] en la
funcion de velocidad original, es decir,
v =-9t* + 4t + 5, haciendo los calculo, se
obtiene:

2
v=-9+(3)+4+(3)+5=41/9~ 455555

Material del docente n Interpretacion de la derivada en
situaciones de cambio y variacion



Flujo

Etapa de aprendizaje

Ensehanza / Recursos
Actividades de aprendizaje recomendados

que se interpreta como:
la velocidad maxima de carro de la

montana rusa es 4.55555 [unidades de
velocidad]

Actividad 3: Aplicaciones en la vida
cotidiana (H/C 1.1, H/C 1.2, H/C 1.3, H/C 1.4,
H/C 1.5, H/C 1.6, H/C 1.7, H/C 1.8, H/C 1.9)

Luego, el docente en compania de los
estudiantes, plantea problemas de
optimizacion (en contexto)

Ejemplo 1

El primer ejemplo es de un campesino que
quiere cercar una parte de sus terrenos en
forma rectangular pero sélo cuenta con
4200 metros de cerca.

« ¢Cudles deben ser las dimensiones del
terreno para obtener un drea maxima?
« ¢Cudl es el area del terreno cercada?

El docente preguntard a los estudiantes
que es perimetro y area. Luego, en
conjunto con los estudiantes, desarrollara
el siguiente ejercicio:

« El perimetro de una figura es la
medida o longitud del contorno de
cualquier figura plana.

« El drea de una figura es la medida de
la superficie dentro de un contorno de
una figura plana. En la figura el drea es
la parte azul.

Material del docente

Interpretacion de la derivada en
situaciones de cambio y variacion



Etapa

Flujo

de aprendizaje

Ensefanza / Recursos
Actividades de aprendizaje recomendados

Una vez establecido lo que es un drea y
un perimetro se debe establecer cdmo
solucionar el problema.

« Graficar la situacion. Estableciendo
medidas tanto conocidas como
desconocida asignando variable, por
ejemplo x para la base, y para la
profundidad y A para el area.

Area: base por altura
A=Xx=xy

Perimetro: suma de sus lados

4200 = 2x + 2y

Yy | Areaa cercar

X

« Identificar la funcién objetivo, es decir,
la funcién a optimizar. Para este caso
A.

« Usar la informacion del problema para
eliminar todas las variables a excepcion
de una en la funcién objetivo. Para este
ejercicio tenemos que el perimetro
es de 4200y es igual a la suma de
dos veces la base mas dos veces la
profundidad del terreno, es decir,

4200 = 2x + 2y y despejado una variable,
la que crea conveniente, en este caso Yy,
tenemos y = 2100 - x.
Ahora se sustituye en la funcién
objetivo A = x x y = x (2100 - x)

A =2100x - X*

« Hallar su derivada y sus valores
criticos.

A’= 2100 - 2x

Valor critico A’= 0 entonces x = 1050

Material del docente

n Interpretacion de la derivada en

situaciones de cambio y variacion



Flujo

Etapa de aprendizaje

Ensehanza / Recursos
Actividades de aprendizaje recomendados

« Decidir si es un maximo o un minimo.
En algunas ocasiones, debido a la
naturaleza del problema si solo se
halla un valor, éste ya es la respuesta.

Finalmente la conclusion es: Recurso interactivo
Material del estudiante

La base del terreno x debe medir 1050

metros, la profundidad del terreno y debe

medir 1050 metros y el drea total cercada

es 1050 * 1050 = 1102500 metros cuadrados.

Actividad 4: Regla de L"Hopital (H/C 2.1,
H/C 2.2, H/C 2.3, H/C 2.4, H/C 2.5, H/C 2.6)

El docente presenta en el recurso
interactivo cuatro ejemplos de limites
de funciones que no se pueden realizar
algebraicamente. Esto para que el
estudiante entienda la aplicabilidad de la
regla de L"Hopital.

» Regla de L"Hopital

Si el limite de una funcién racional
es de la forma 0/0 0 oo/co se puede
recurrir a las derivadas tanto del
numerador como el del denominador
para quitar esta indeterminacion.

£ i £/ 00
9t T g

Ejemplo 1
Dada la funcion:

fx)= 1- cosx

se quiere ver su comportamiento cerca

de cero. Al hacer un andlisis se puede
encontrar que tanto el numerador como el
denominador son casi cero, lo que lleva a
una indeterminacién, por tal razén, usando
la regla de L"Hopital, se puede encontrar
un mejor andlisis de esta situacion

Material del docente

n Interpretacion de la derivada en

situaciones de cambio y variacion



Flujo

Etapa de aprendizaje

Ensefanza / Recursos
Actividades de aprendizaje recomendados

lim 1-cosx _ |im SINX _
x—0 X x—0 1

Asi, se puede afirmar que la funcién

flx)=d= g:(osx

tiende a cero cuando se aproxima a cero.

Ejemplo 2

Ahora se va a analizar la funcién f(x)= e*/x?
pero cuando x toma valores muy grandes,
es decir, cuando x tiende al infinito. En
este caso, tanto el numerador como el
denominador tienden a infinito, pero si
hacemos el mismo andlisis con la regla de
L"Hopital aplicada dos veces se obtiene:

X

lim €~ - lim _€- _ lim _€

X—00 XZ X—00 ZX X—00 2

=00

Por tal razén se puede asegurar que la
funcién tiende a infinito cuando x tiende a
infinito.

Ejemplo 3

Este ejemplo ilustrard donde no se debe
usar la regla de L"Hopital.

Dada la funcién f(x) = sin x/e* se quiere
hacer un andlisis cuando se esta cerca de
cero, es decir, cuando x tienda a cero. Si
observamos el numerador, sin x tiende a
cero a medida que x tiende a cero, pero el
denominador tiende a uno a medida que
x tiende a cero, por tal razén la regla de
L"'Hopital no es aplicable y el limite se
puede calcular directamente:

lim Sinx _ sin0 _ 0 -0
x—0 X - 0 - -
e e 1

¢Qué pasa si se aplica la regla de L"Hopital?

lim Sinx _ Jim cosx _ 1 _ 1
x-0 X x—0 ex 1

Material del docente

m Interpretacion de la derivada en

situaciones de cambio y variacion



Etapa Flujo Ensenanza / Recursos

de aprendizaje Actividades de aprendizaje recomendados
Resumen Resumen |Sopa de Letras Recurso interactivo
Material del estudiante
El docente presenta en pantalla la
siguiente sopa de letras:

- DDHRLOAVY VY VHCZ2TIMUIJGUH NG GOA A S|ACELERACION
CXTEHEMCNUDIIMZBNYOZINTPZB?E;IISDA
FYKHNNBTIODTIVERSTIDOADIHNIEM®MYMT|yycIon
Y 2 KO CMESHULBNUBUDTITLUOTEWUJF TS5 @|GRAFICA
AGGYMRBPDRSTYUHRWYSGDHNS2Z oK x ul|NERVALO

B _ |LHOPITAL
GLZRALNPURENYGO®AYUEUTIKSXHDCHR| e
HNPLMXDTITITITIOCGCYETT CBUPXDUHY G X E|MAXIMNO
HFBCWUAREANATURGALPRGOTEGTI D a|MININO

OPTIMIZACION
GYDBJOKPQYLTF‘CVLAFTNDGOEVPOSI(ION
MV ¥ XMGASESDETINVYEIZRNDNADTERDOK Q|TASA
UKPZXFNODTIUOUJLZEKPYBTCEKT Y2 Jp v|VELOCIDAD
J IMMWCYCHOBNNIBNMDNMYIKHHHTIGRTEBTZ ZTEBHR R
M BB FSMMNIRHADVYO®DFPLLSUOOVYCJ
PN AIMHUTMETMCRIEKTOHTDUOMZKJ VK
M VvV PLYIBBDBTIGPTUOALTETPIHNLTR RIEIET
HGAULMKWTIONIEKXHRRMHTCSDBXNMNEZXA ANZA
K J 2 COETUOJZXOUHMNEKIMNMSFIE KHZPOXO0ODYTTR
I 2 CRNHNANCASRTCORNTINBTFUOZXHETIY
AT FTVYPNETFNVYHIJIRPVPSGHNET GGHZ ZY
Y PARGON ZOAONUOPTFTOAMWUMWMERSGYUHNA ATCO
HLRNNZ2ZSERVTIGCIOAMSBTIEMNTALZ ZLAIJ
YVKXMMPPMBPETGMSTYTIHTIUXMHPZYHNTD
S H Y JRNURJXUVYS5S5AJIJKSAUMNEHNIMKLTENTYS
CHPRXEAIPMTILOAIOGOLUONTCETILLY
CXVvVLKPRMNFMCFPORNIJITSHNTVNF?ZG
A través de esta actividad, los estudiantes
recuerdan los temas y palabras
claves trabajados en clase y afianzan
los conocimientos expuestos para la
construccion de funciones e identificar su
comportamiento en diferentes intervalos.
También se observan definiciones
equivalentes a las trabajadas en clase, y se
puede observar si los estudiantes pueden
determinarlas como tal.

Tarea Tarea 1. Se quiere cercar un lote rectangular de | Recurso interactivo

800 metros cuadrados de area. Si uno Material del estudiante
de los lados estd sobre la orilla de un

rio: ¢Cudles son las dimensiones del

lote para que la longitud de la cerca

sea minima?

Y

2. Hallar los siguientes limites:

Material del docente “ Interpretacion de la derivada en
situaciones de cambio y variacion



Etapa

Flujo

de aprendizaje

Ensefanza / Recursos
Actividades de aprendizaje recomendados

Sobre una banda transportadora esta
cayendo arena formando un montén en
forma cénica, a razén de 10 pies ctbicos
por minuto. El didmetro de la base del
monton es tres veces la altura: ¢A qué
ritmo cambia la altura del montén
cuando su altura es 15 pies?

Material del docente

m Interpretacion de la derivada en

situaciones de cambio y variacion



